Statistik


Def.: Statistik beschäftigt sich mit der wissenschaftlichen Methode des Sammeln, des Gliedern, des Zusammenfassen, der Darstellung und Analysieren von Daten.


Sie wird in beschreibende (deskriptive) und schließende (analytische) (Teil der Wahrscheinlichkeitsrechnung) Statistik eingeteilt. 


Bei der Biometrie steht die Versuchsplanung im Vordergrund. Sie besteht aus Aufgabenstellung, Datengewinnung und Datenverarbeitung.


Aufgabenstellung:


geeignete Wahl von Merkmalen


präzise Formulierung


Meß + Beobachtungsmethoden 


Versuchsplan


Datengewinnung:


Ziehen von Stichproben (Auswahl)


Präzise Formulierung (Anzahl)


Ausführen von Messungen und Beobachtungen


Datenverarbeitung:


graphisch und rechnerisch darstellen


Schlüsse von Stichproben auf Grundgesamtheiten


Statistik sollte objektiv sein, d.h. wenn jeder das selbe Merkmal untersucht sollte er zum selben Merkmal kommen.


1.Beschreibende Statistik


Sammeln von Daten


Gliedern


Zusammenfassen


Darstellen von Daten


1.1.Sammeln von Daten


Zunächst sollte der Stichprobenumfang festgelegt werden. Die Urliste ,die wie ein Augapfel gehütet werden soll muß gegliedert werden, d.h. sie wird zunächst sortiert und es wird Strichliste geführt , wie oft einzelne Werte dabei vorkommen. Daraus kann man Mittelwert und Varianz berechnen und ein Histogramm erstellen.


1.2.Tabellen und graphische Darstellung


1.2.1. Klassifizierung von Stichproben mit kleinem Umfang


 Die Variationsbreite oder Spannbreite ist die Differenz aus Maximum minus Minimum.


Die Klassenbreite berechnet sich nach der Faustregel von Sturges als Wert b . Man beachte, daß V die Variationsbreite und n der Stichprobenumfang sind. b = V/(1+ 3,32 * log n)


Die Untergrenze ist zunächst der erste Wert ,dann die Obergrenze der letzten Klasse, und die Obergrenze die Untergrenze plus der Klassenbreite. Die Klassen werden immer um eins mehr bis das Maximum erreicht ist.


Die Klassenmitte liegt genau zwischen Ober und Untergrenze.


Aus diesen Daten kann dann das Histogramm erstellt werden.





1.3. Grundgesamtheit und Stichprobe


Def.: Grundgesamtheit :


Alle Elemente einer Menge mit einem bestimmten Merkmal heißt Grundgesamtheit.


Da es auch unendliche Grundgesamtheiten gibt, müssen ab und zu Stichproben hergenommen werden. 


Stichproben, die repräsentativ sein müssen, sind ein Abbild der Grundgesamtheit.


Diskrete Variablen beschreiben bestimmte Zustände. Stetige Variablen sind mit physikalischen Methoden gemessene Meßwerte.








1.3.1. Statistische Maßzahlen


 Beschreibung des Datenmaterials


Maßzahlen für die Grundgesamtheit: feste Grenzwerte (wahre Werte) ; die Symbole sind griechische Buchstaben z.B.: m  für den Mittelwert.


Für die Stichproben  sind die Maßzahlen , Näherungswerte, Schätzwert oder Schätzfunktion


Die Symbole sind lateinische Buchstaben. Die Maßzahlen sind entweder Lageparameter oder  Streuungsparameter.


1.3.1.1. Lageparameter oder Mittelwerte


Arithmetischer Mittelwert


�Def.:    x   =( n S i=1 x i  ) / ( z * f i )


für klassifizierte Daten:


�x  = (m S i=1 f i * x i  ) / (z * f  i ) =( m ‘ te Summe von i = 1 f i  *x i ) /  n


 f i  bedeutet Häufigkeit der i’ ten Klasse


x i bedeutet Klassenmitte


m Anzahl der Klassenwerte


n Anzahl der Meßwerte


Modalwert (Modus) oder Dichtemittel


�Der Modus D ist derjenige Wert , der in einer Beobachtungsreihe am häufigsten auftritt. Kommt jeder Wert nur einmal vor , so gibt es keinen Modus.


D = x u k + (f k -f k - 1 ) / ( 2 * f k - f k - 1 - f  k + 1 ) * b


�x u k	= Wert der unteren Klassengrenze der k-ten Klasse


f k   	= die Häufigkeit der k-ten Klasse


f k + 1 	= die Häufigkeit der (k + 1) - ten Klasse


f k - 1  	= die Häufigkeit der (k - 1) - ten Klasse


b     	= die Klassenbreite
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D R P Q ist ähnlich D S P T





Median oder Zentralwert


Der Median halbiert die nach Größe geordnete Folge der Einzelwerte, so daß gleich viele Meßwerte oberhalb und unterhalb von z liegen.


��


  z = X u k +(n/2- F k - 1)* b / f k


 n= S f i	= der Stichprobenumfang


F  k - 1	= die kumulative Häufigkeit (Summenhäufigkeit) der k-ten Klasse


f k 	= die Häufigkeit der  k-ten Klasse


b	= die Klassenbreite





 























Das gewogene arithmetische Mittel


                                                            ==                                                                                                           _


Berechnung eines Gesamtmittelwertes x aus mehreren Stichproben mit Mittelwerten x i


��  ==                                   ___


  x = ( m S j =1 n j * x j )/ ( m S j = 1 n j )


  m	= Anzahl der Stichprobe


  n j	= Umfang der j-ten Stichprobe


  __


  x j 	= das arithmetische Mittel der j-ten Stichprobe


  j	= der Laufindex 











1.3.1.2. Streuungsparameter





Varianz


Die Varianz s x2 ist die Summe der Abweichungsquadrate (SQ) aller Meßwerte einer Verteilung von ihrem Meßwert x, dividiert durch n - 1, wobei n die Anzahl der Messungen ist


��                                                        __


    s x2 = SQ / FG = ( m S i=1 f i * ( x i  - x )2) / ( n - 1)


    m	= die Anzahl der verschiedenen Meßwerte


    x i	= der i-te der verschiedenen Meßwerte


    f i       	= die Häufigkeit des Meßwertes x i


 n = S f i	= der Stichprobenumfang


FG= n-1= der Freiheitsgrad


    i	= der Laufindex, der von 1 bis m läuft


	


Standardabweichung


Die Standardabweichung ist die Quadratwurzel der Varianz, wobei man beachten muß, daß bei einer Stichprobe durch n -1 und bei einer Grundgesamtheit durch n geteilt wird.


Weitere Streuungsmaße            _


Variationskoeffizient: C x = s / x


Standardfehler:           s x= s/ n ½ , wobei s die Standardabweichung und n der Stichprobenumfang sind.


Variationsbreite:         V = x max -x min





1.3.2. Begründung für die unterschiedliche Gewichtung bei Stichprobe und Grundgesamtheit


Bei Stichprobe : Freiheitsgrad n-1


bei Grundgesamtheit: Freiheitsgrad n


Es ergibt sich durch eine komplizierte  Herleitung  , bei der zur Varianzformel im Quadrat + a -a zugesetzt wird und schließlich die Formel i=1 n S (x i - x) 2 = i=1 n S (x i -a)2 - n* (x - a)2


Daraus ergibt sich , daß der Zähler der Varianzformelnsumme der Grundgesamtheit kleiner ist , als der der Stichprobe.


Fehlerabschätzung der unterschiedlichen Gewichtung





Der Fehler ergibt sich aus ( S n - 1 2 - S n 2 )/ S n -1  2


und ist 1/n % groß.


s 2 = SQ/ (n-1)  s 2 = SQ / n


1.3.3. Einige Rechenregeln und Besonderheiten des Taschenrechners


Um eine Varianz mit dem Taschenrechner zu berechnen, benötigt man die Formel :


s2x = 1 / (n - 1) * [i=1 m S xi2 - ( i=1m S x)2  ]


Man beachte, daß bei n=1 das Berechnen einer Stichprobe einen Division durch null Fehler ergibt.


Will man Standardabweichungen oder Varianzen mit Lotus 1 2 3 berechnen, so geht das bei Grundgesamtheiten mit s2 =@var (Bereich) oder s=@std (Bereich) und ist somit n - gewichtet oder bei Stichproben 


s2 = @vars (Bereich) oder s= @stds (Bereich) und ist (n -1) - gewichtet.





1.4. Momente, Schiefe, Kurtosis


Man unterscheidet links gipflige oder auch rechts schiefe Kurven und rechts gipflige oder links schiefe Kurven.
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Definition des Momentes r - ter Ordnung :


x r = i=1 n S( x i - x)r /n


So kann  für r=1 z.B. der Mittelwert berechnet werden.





Das r - te Moment kann auch im Bezug zum Mittelwert definiert werden:


So ist m r = i=1 n S (x i -x )r  / n


r=2 entspricht z.B. der Varianz





Schiefe der Verteilung:


Momentenkoeffizient der Schiefe a3 :


���a3 := m3 / (Å m2)3  = Å n * [ S (x i - x )] 3 / [ S (x i - x)2] 3/2 = (x - D) / n


Ist die Schiefe >0 , so ist die Verteilung linksgipflig ist sie <0 , so ist sie rechtsgipflig.


Es gibt noch eine komplizierte Herleitung, wie man das ganze mit dem Taschenrechner berechnen kann.





Kurtosis der Verteilung


�a4 = m4 / Å m2  4  = m4 / m2 2


=[S (x i- x )4] / [S (x i - x) 2 ]* n >0 stets


wenn die Kurtosis <3 ist, ist die Kurve flach und breit. Wenn die Kurtosis > 3 ist, ist die Kurve schmal und nadelförmig.





Schiefe und Kurtosis mit dem Computer


Man berechne m1 bis m4 mit dem Computer und berechne a3 und a4 nach der Formel.





1.5. Lineare Regression


1.5.1. Problemstellung


monovariable Verteilung


x i => s2


mehrvariable Verteilung


x i , y i , z i 


Verallgemeinerung der Fragestellung


Besteht ein funktionaler Zusammenhang zwischen 2 Wertepaaren ( x i , y i), das würde heißen es gibt eine Schätzfunktion y i = F( x i) sprich y= a + b * x


Abschätzen von Versuchsergebnissen aufgrund gefundener funktionaler Zusammenhänge: Lineare Regression, Trendanalyse (z.B. Wahlen)


Wie gut ist die Qualität des Zusammenhangs (Hypothesentest / Korrelationsanalyse 3.2.5)


1.5.2. Methode der kleinsten Quadrate


Schätzfunktion:


an einer Grafik


aus der Theorie


Die Schätzfunktion entsteht durch subjektive Einflüsse wie z.B. Erfahrungen aus der Naturwissenschaft ( Naturgesetze ) oder aus der Anordnung aus der Anordnung der Meßpunkte in der Grafik


Es müssen die Parameter a und b bestimmt werden. Dabei ist y der Meßwert und x sind die Meßbedingungen.


Bezeichnungen:


x i = unabhängige ( von statistischen Fehlern freie ) Variable =Einflußgröße


y i = abhängige ( mit statistischen Fehlern behaftete )Variable = Zielgröße


Eine Schätzfunktion soll die beste Übereinstimmung mit den Zielgrößen y 1, y 2, y 3 ,...,y n liefern ,was bedeutet , daß sie zwischen bzw. durch die wahren aber auch die unbekannten Werte läuft.


Ansatz: y= f(x) + u, wobei u ein beliebiger Rest ist, einsetzen in y i = f(x i) + u


Die Bedingung ist  Q= i=1 n S u i 2= i=1 n S (y i - f(x i))2 soll ein Minimum sein.


1.5.2.1. Lineare Schätzfunktion


Aus der Forderung , daß Q ein Minimum sein soll ergibt sich Q= i=1n S(y 1 - a- b * x i )2 = Q ( a , b )


Dies muß nun partiell nach a und b abgeleitet werden.


Dabei kommt man zu den beiden Gleichungen


a * n + b* S x i 	= S y i 


a* S x i + b * S x i  *2	= S y i * x i





Crammer’ sche Regel


Nach der Crammer’ schen Regel kann b nach der Formel  b= ( n* S x i * y i - S x i * S y i) / [n * S x i2- (S x i)2]


und a =( S y i )/ n - b* (S x i) /n =  y  - b * x 








Beweis des Minimums


Um zu beweisen, daß es sich um ein Minimum handelt, leitet man ein 2. Mal partiell ab und wird feststellen, daß beide größer 0 sind.


1.5.2.2. Einfache Beispiele 


Die Varianz wird aus Q / (n - 1) = s y2 berechnet.


Ein Beispiel ist Gueckel /Stat / Statistik / Mais . wk3


1.5.2.3. Vertauschung von Einflußgröße und Zielgröße


Wenn die unabhängige Variable mit Fehlern behaftet ist, kann man x und y einfach vertauschen.


Es entsteht eine Schätzfunktion   x i =f * (y i)=a‘ + b’ * y


Das ganze wird partiell abgeleitet und nach der Crammer ‘ schen Regel berechnet.


1.5.2.4. Umformung der Ergebnisse und Einführung der Kovarianz


Kovarianz


Sie hilft a und b leichter auszurechnen.


S x y  =1 / (n - 1)*[(S x i *y i )-(S x i * S y i) / n]


�


��b  = S x y / S x 2      a = y - b * x Regression von y auf x


��b’ =S x y / S y 2   a’ = x - b * y Regression von x auf y





1.5.3. Bestimmtheitsmaß, Korrelationskoeffizient und Standortfaktor der Schätzung


�Aufteilung des Fehlers


i=1 n S (y i - y) 2 = i=1 n S (y i  - ^y i )2  +  i=1 n S (^y i -y i)2


     p        p


 Totale            = Unerklärte            +      Erklärte


     Streuung          Streuung                  Streuung


SQ total =     SQ unerklärt         +   SQ erklärt


                      zufälliger Fehler        Modell


^y i  bedeutet, daß y auf der Regressionsgerade liegt.


Die Behauptung , daß S (y i - ^y i ) * (^y i -y) = 0 kann durch einsetzen von  a + b * x i  mit Hilfe einer Normalengleichung und einer unüberschaubaren Umformung bewiesen werden.


Zuletzt kommt man auf den Term S x i * (-y i + a + b * x i)


��Definition Bestimmtheitsmaß ( R - squared )


R2 =erklärte Streuung / totale Streuung = SQ erklärt / SQ total = S (^y i - y)2  / S (y i -y)2


Bedeutung von r2  œ 1 und r2 ¥ 0


Fallunterscheidungen:


SQ erklärt = 0 e SQ total =SQ unerklärt. Die Streuung ist zufällig und r2 =0


SQ unerklärt =0 e r2 = 1 e SQ total = SQ erklärt e Alle Werte liegen auf der Regressionsgeraden e funktionaler Zusammenhang


Erwartung 0 < r2 < 1. Nun folgt die Errechnung der erklärten Streuung


Man setzt für y2 : b2 * x 2 ein, schreibt b vor die Summe, setzt für b s x y / s2x ein ,rechnet wieder wild umeinander und erhält aus SQ erklärt / SQ total, r2 = B dem Bestimmtheitsmaß, das man auch mit der Formel s^y2 / s y 2 errechnen kann.


s ^y2kann aus ( S( ^y - y)2) berechnet werden. (Formel aus der Literatur)


Herr Gückel kommt letztlich auf die Formel r2 = s x y2 / (s x2 * s y2)


��und r= [ S (x i - x)*(y i - y)] / [Å S (x i  - x)2  * Å S (y i - y)2 


ist r=0 so liegt keine Korrelation vor .r l 1 u Korrelation


�Standardfehler der Schätzung


�s y x= Å [ S y i - ^y i)2] / (n-2)           ^y i = a + b* x i


�





                                                                  2


�Regression von y auf x


��s x y =S (x i -^x )2 /( n - 2 )            ^x i = a’ +b’ *x i








                                                             2


Berechnung der unerklärten Streuung


SQ unerklärt = SQ total - SQ erklärt =SQ  x y2 / SQ x





�������Aufteilung der Standardfehlerschätzung
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Formeln:     Hier findet man


�S b = S y x / Å SQ x


�S a = S x y  * Å 1/n + x2 /SQ x


SQ x = S x2 - 1/n *( S x)2


1.5.5. Polynome als Schätzfunktion


Polynom  y= f(x) =j=0 n Sa j * x n


Bedingung : Q u Minimum


Q = n i=1 S u i 2= n i=1S (y j - ^y)2 = i=1 n  S (y i- f(x i)2


1.Partielle Ableitung = 0


d Q / d j = 0














n * a0 + a1 * S x i + a2 * S x i 2 + .... + a r * S x i r


                   p


Lösung linearer Gleichungssysteme mit y+1 Gleichungen und r+1 Unbekannten.


1.5.6. Transformation einer Schätzung mit 2 Parametern zu einer linearen Funktion 


1. Beispiel : Quadratische Funktion


y = a + b * x + c * x2


wenn b=0 u y = a + c * x2


Transformation


x2 =  x’


�


�


�


���


                                                     y = a + c * x2                                                                  y = a + c * x’


 








����    a = 0                                                                                                                                   a = 0


��


     a = 1                                                                                                                                   a = 1





Scheitelform:


y= p + c * (x - q)2   s=( q / p)


Transformation:


x’ = (x - y)2


2.Beispiel : e - Funktion


y= a * e x + b


Transformation


e x = x’


y = a * x’ + b


Andere Möglichkeit


Das ganze wird  * ln genommen.


Ln y =ln a + b * x


y’ = ln y


y’ = ln a + b * x


3.Beispiel : Hyperbel - Funktion


y = a + b / x


Transformation


x’ =1 / x


y = a + b * x


4.Beispiel: physikalische Anwendung: Luftkissenfahrbahn


Hier wird die Gleichung s = a + b * t2 in die transformierte Form s = a + b * t’ umgeformt. Es wird nach der Regressionsformel  nach a und b partiell abgeleitet . Es werden die in der Formel vorkommenden Summen berechnet. Es werden zunächst a und b berechnet und schließlich die Korrelation.


Darauf wird  s s t’ und daraus s a  und s b ,die in der Formel der Regressionsgerade hinter a und b mit ! angegeben werden.


5.Beispiel: Steiner ‘scher  Satz


Dieses Beispiel wird mit dem Computer mit Hilfe des DATA Regression - Befehls durchgeführt.




















2. Theoretische Grundlagen


2.1. Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie


Meßergebnisse resultieren meist aus Experimenten:


kausale Experimente


Zufallsexperimente


kausale Experimente


(kausal : Grund)


Bsp. :





�����                            R                     			Die Höhe der Stromstärke I gründet in der Spannungshöhe 


                                                 			und der Widerstandsgröße


���


�                                                       I		I = U / R


��


��





Zufallsexperimente  (Glücksspiele)


z.B. Roulette oder ähnliches :	Ergebnisse sind auch bei mehrmaliger  Wiederholung nicht voraussehbar.


2.1.1. Zufallsereignisse, Zufallsvariable


Zufallsereignisse sind Meßergebnisse eines Zufallsexperiments.


(Zufalls) Ereignisse E


Würfelspiel E i = 1...6 Augenzahlen


i = 1 - 6= Ereignisraum W => E i c W


Zufallsvariable (Größe) x


Die Zufallsvariable x stellt die Gesamtheit aller Ereignisse bei einem Experiment dar.


Oder :Eine reelle Funktion von W in R heißt Zufallsvariable.


��Bsp. Würfel: f : W t R


 	1	n1


	2	n2


	3	n3                           n i c R


f:	4     t	n4                     i = 1,...,6


5	n5


	6	n6








2.1.2. Axiome und Gesetze der Wahrscheinlichkeit


Man unterscheidet die klassischen Wahrscheinlichkeiten


Eintrittswahrscheinlichkeit  p (Erfolg)


p = P r { E } : h / n t h = eingetretenes Ergebnis


                          o


                          n = Anzahl der möglichen Ergebnisse





		p= 1/6 


Nichteintrittswahrscheinlichkeit q (Mißerfolg)


�q = P r {nicht E} = P r { E }: (n - h) / n= 1 - h / n


q= 5/6


q + p = 1





Wertebereich 0 [ P r {E} [ 1


P r {E} =1 das Ereignis E tritt sicher auf.


P r {E} = 0 das Ereignis E kommt nicht vor.


Empirische, geschätzte Wahrscheinlichkeit


p = lim n t º  f (x i)


2.1.2.1. Eigenschaften der Zufallsvariablen x


Voraussetzungen: E1 , E2 sind Ereignisse eines Zufallsexperiments


unabhängige Ereignisse: E1 und E2 sind unabhängig ,wenn P r {E2 } =P r ={E2  / E1}


Definition: Bedingte Wahrscheinlichkeit:


die bedingte Wahrscheinlichkeit P r {E2 / E1} daß das Ereignis E2 eintritt ist das vorherige eintreten von E1..E1 bedingt E2..


Zusammengesetzte Ereignisse (Und - Verbindung)


P r {E1 und E2) = P r {E1 3 E2} = P r {E1} * P r {E2 / E1} = P r{E1} * P r {E2}


                						gilt für unabhängige Ereignisse


Multiplikationssatz


�sind  E1, E2, E3,...,E n unabhängige Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten p1, p2,..., p n so gilt 


p= P r { E1 3 E2 3 .... 3 E n}= p1 * p2 *......* p n =    i=1 n P  p i





Ein Beispiel hierfür ist ein Satz Murmeln mit 2 schwarzen und 4 weißen, also insgesamt 6 Kugeln..


Es ist ein unabhängiges Ereignis bei dem man aus den einzelnen Wahrscheinlichkeiten, z.B. bei der 1. schwarzen Kugel entspricht das 1/3 und bei der 2. 1/5 diese beiden multiplizieren und erhält 1/15


 


Zusammengesetzte Ereignisse (Oder - Verbindung)


Hier gilt: P r { E1 4 E2 } = P r {E1} + P r {E1 3 E2}


Def.: P r {E1 3 E2} =0


Einander ausschließende Ereignisse  sind solche bei denen das Eintreffen eines beliebigen Ereignisses das Eintreffen eines anderen Ereignisses ausschließt.


Additionssatz


E1, E2,...., E n sind n einander ausschließende Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten n1, n2,....., n n


p = P r { E1 4 E2 4 .... 4 E n} = P r {E1} + P r  {E2}+....+ P r {E n}


p = n i=1 S p i


2.1.3. Kombinatorik


fällt aus


2.1.4. Wahrscheinlichkeitsverteilungen


Diskrete Zufallsvariable x		x c { x1, x2, ... ,x n}


Stetige Zufallsvariable x		x c {x | x u < x < x o}


2.1.4.1. Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung


x sei diskret mit der Wahrscheinlichkeit p i , wobei i=1 n S p i = 1


 Die Funktion p (x i) = {p i  für x = x i


                                                            0 für x g x i


heißt Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Häufigkeitsfunktion der Zufallsvariablen x i





�


          p (x i)





��














�


�





�


                                                                                       x i


Man beachte das bei der Stichprobe n der Zahl der ermittelten oder gemessenen Werte entspricht und bei der Grundgesamtheit n = º ist.











Relative Summenhäufigkeit oder Verteilungsfunktion


 f(x i)= h i / n


h i = Auftreten der Zufallsvariable x 


n  = Gesamtheit der Beobachtung


P= lim n d º f(x i) = lim n d º h i / n d p i


Verteilungsfunktion:


                                   k


F (x)={S i = j=1S p i i=1,.....,k   k = Klassenzahl


           0 für alle anderen Fälle


���      h i %


    100%











�     50%    -

















�


                                                                                x i


Beispiel: Würfelexperiment


        


Wirft man einen Würfel bekommt man bei der ersten Kurve eine Ursprungsgerade und bei der zweiten eine Gerade.


Wirft man 2 Würfel bekommt man die oben stehenden Kurven, da die Würfelsumme 7 sehr wahrscheinlich, dagegen 2 und 12 sehr unwahrscheinlich sind. 





2.1.4.2. Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen


Zufallsvariable x sei stetig


k i=1 S p i=1 ; k d º -º º ° p (x) dx = 1





�





          p (x)








����������


���


���


���


�


���


����


��


���


����


                                                            a              b                                                 dx





         Die gesamte Fläche unter der Glockenkurve ist = 1. Die Integralfläche zwischen a und b ist < 1=


P r { a .[ x [ b}





2.1.5. Erwartungswert und Varianz


x sei eine diskrete Zufallsvariable


Def.: Erwartungswert E(x)


E (x) = i=1 k S p i * x i 


p i= lim n tº h i / n = h i / n


�E(x) = S h i * x / n = x 


Der Erwartungswert ist der Mittelwert der Grundgesamtheit


Wenn x eine stetige Zufallsvariable


-º º ° p (x) dx


bei n>100 .Hier kann man n-1 =n setzen und bekommt für s2= i=1 h S h i / n * (x i - x )2


für n tº bekommt man nun folgende Varianzen


diskret:


s 2 =i=1 k S p i* (x i - m )2


stetig:


s 2= -º º  ° p (x) * (x - m )2 dx


So kann man z.B. beim Würfel aus der Wahrscheinlichkeit 1/6 mit den Werten von 1 - 6 multipliziert der Erwartungswert E und daraus die Varianz (Streuung ) berechnet werden.


2.2. Theoretische Verteilungen


2.2.1. Diskrete Verteilung: Binomialverteilung


Man kann für 2 Würfel die Verteilung ausrechnen aber auch für n Würfel.


Hierbei gilt der Binomialsatz (a + b) n =?


Diese Formel läßt sich nach dem PASCAL ‘schen Dreieck berechnen


���


 n			PASCAL ‘sches Dreieck			(a + b)n


� 0				1				  1


 1			           1   1				a + b


 2			         1   2   1				a2 + 2* a* b+ b2


 3			      1   3   3   1				a3 + 3*a2 *b+3 *a* b2+ b3


 n








�  (n x)= n! / (n - x)! * x!= C x n


� 


    ( a + b)n =x=0 n S (n x)* an - x* b x


�


P r (x)=(n x) * q * p





Man beachte ,daß p die Erfolgswahrscheinlichkeit und q die Wahrscheinlichkeit des Mißerfolgs ist.


Bedingungen, die für ein Bernoulli - Experiment erfüllt sein müssen.


Die Anzahl der Versuche ist konstant


Ereignisraum mit 2 diskreten Ausgängen : Erfolg f Mißerfolg


Die Ereignisse schließen einander aus (Multiplikationssatz)


Jedes Versuchsergebnis ist unabhängig von den vorhergehenden


Die Wahrscheinlichkeiten p r {p} und P r {q} sind in allen Versuchen konstant.


Nur unter diesen Voraussetzungen ist eine Binomialverteilung anwendbar.





2.2.1.1. Mittelwert und Varianz einer Binomialverteilung


Erwartungswert : E(x) = m


Die Varianz, die in diesem Kapitel aus n* p(1+( n -1)* p- m 2 hergeleitet wird, beträgt


�


    s2 = n * p * q         Zum Rechnen mit der Binomialverteilung merke man sich die eingekastelten Formeln





2.2.2. Stetige Normalverteilung


Hier ist x eine stetige Zufallsvariable


Def.: Die stetige Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  kurz Dichtefunktion :


p(x)= 1/ (Å 2* p * s)* e -1/2 *[ (x - m ) / s ]^2 für - º < x < +º und s und m c · und s >0 heißt Gauß ‘sche Normalverteilung oder (m, s) normalverteilt.


m = E (x)= n * p


Bei der Berechnung der Varianz wird substituiert. u = ( x - m)/ s


am Schluß kommt man doch wieder auf p(x), wobei m =Mittelwert der Grundgesamtheit und c  u ist und s = STD der Grundgesamtheit ist und außerdem >0 ist.


Die Verteilungsfunktion ist das Integral von a zu b von p(x). Dabei kann a auch gegen -º gehen und b gegen x , wobei nach t integriert wird. Man bekommt hier wieder einen ähnlichen Graph, wie bei der Verteilungsfunktion der Binomialverteilung, nur daß bei 50% auf der x- Achse m aufgetragen wird.


2.2.2.1. Standardform der Normalverteilung


Es gibt von der Normalverteilung mit verschiedenen m und s die Verteilungsfunktion: F(x)=P r {t [ x}. Nach der oben erwähnten Substitution und dem differenzieren d u= d t / s , dem wegkürzen von s  vor dem Integral und dem setzen von z statt (x - m )/ s und der so entstehenden oberen Grenze , entsteht schließlich die Funktion


�


�	F (z)=1 / Å 2* p * z -º ° e - ½   *u^2 du





Das ganze nach t anstelle von u differenziert ergibt


��


	F (z)=1/ Å 2* p *e - ½  * z^2





Das entspricht der alten Dichtefunktion, nur daß m =0 und s = 1 gesetzt wird.


2.2.2.2. Diskussion der Standardform der Normalverteilung u der Verteilungsfunktion


Für g (z) = der differenzierten Form von f (z) wird eine Kurvendiskussion gemacht.


Da g (z)= g (-z) aus z2 folgt die Achsensymmetrie


Die Funktion hat ein Maximum


Sie hat 2 Wendepunkte ,einen bei -1 , den anderen bei 1


Sie hat keine Nullstelle


Die Grenzwerte gehen jeweils gegen 0.





�








��                                                                                  -- 0,4
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�                                                      |m - 2 s                   m                                | m + 2 s








Bei Aufgaben, wie Aufgabe 6 mit den Widerständen beachtet man , daß sich die Toleranzgrenzen aus :


(obere bzw. untere Toleranzgrenze - Mittelwert )/ (Standardabweichung). Der Ausschuß ist schließlich 1 - dem Integral von g(z) innerhalb der beiden Toleranzgrenzen.


�


Faustregel:


�Eine binomische Verteilung mit E(x)= n * p kann durch eine Normalverteilung (m , s ) ’ (n p, Å n p q  )ersetzt werden.











2.2.3.Testverteilungen


2.2.3.1. Die (Student ‘s )  t - Verteilung


 


��t = (x - m )/ (s / Å n )


�x = Mittelwert der Probe


s = STD der Stichprobe


m = Mittelwert der Grundgesamtheit


n = Zahl der Beobachtungen in der Stichprobe


k ( r ) = Normierungsfaktor


r = n-1


Verteilung, p(t)= K(r )/[ (1+t2 /r ) ½  *(r+1)


Eigenschaften:


Achsensymmetrie p(t) = p (-t)


Breiter als Normalverteilung


für große r (r >30) t- Verteilung ’ Normalverteilung


Definition von Freiheitsgraden


Die Anzahl der Freiheitsgrade ist die Anzahl der Beobachtungen n der Stichprobe - der Anzahl der Parameter k der Grundgesamtheit , die aus der Stichprobe geschätzt werden.





Bei der Varianz steht so anstelle von n-1 : r.





Satz : Verteilung des arithmetischen Mittelwertes


Der Mittelwert wird aus identisch, normalverteilten , unabhängigen Zufallsvariablen x i , wobei i = 1 bis n mit dem Mittelwert m und STD s  bestimmt.


�Der Mittelwert ist (m , s / Å n ) normal verteilt.





Anwendung:


Berechne mit welcher Wahrscheinlichkeit der Mittelwert x bzw. m innerhalb bestimmter Grenzen  -t* und + t* vorkommt ;t* = t ( r , a ), wobei a die Irrtumswahrscheinlichkeit in % ist und r für die Freiheitsgrade steht.





Daraus ergibt sich schließlich:





����x -t* * s/ Å n [ m [ x+ t* * s/ Å n


Nun ergibt sich a aus 100% - Wahrscheinlichkeit.


Man sieht in der Tabelle nach , welches t* den Freiheitsgraden und a / 2 entspricht und setzt in die sich vorhin ergebene Formel ein und kommt so auf den Vertrauensbereich.


2.2.3.2. Die Chi Quadrat (c2) - Verteilung





c2 = (n-1)* s2 / s2


Wahrscheinlichkeitsfunktion:         


p (c2) = k ( r ) * c( r -2) * e - ½  * c^2


k= Normierungsfaktor


����r=n-1


lim n dº p (c2) = 1/( Å 2*n* Å 2*r) * e - ½ *[( x - r) / Å 2*r ]^2 e (r, Å 2*r)


Eigenschaften:


p( c2) m 0 ec2 m0


r dº Normalverteilung mit m = r und s = 2*r


MAX e c2 = r-2 für r>2


Bei den Aufgaben sei zu beachten, daß der Tabellenwert für c2 größer sein muß ,als der berechnete, dann ist das Kriterium erfüllt. Allerdings sollte zur Sicherheit mit dem Tabellenwert  durch die Freiheitsgrade geteilt und dem c2 - Test aus den beiden Varianzen ,das Ergebnis bestätigt werden.





Bei der Aufgabe mit den Grenzen wird  100% - a als größerer und a pur als kleinerer Wert hergenommen. Schließlich wird das ganze durch die Freiheitsgrade geteilt und mit * s2 hingeschrieben.





2.2.3.3. Die F - Verteilung


nach R. A. Fisher


Def.: 


	F:= (c12 /r 1) / (c22 / r2)= s12 / s22 * s22 / s 12.


Die praktische Anwendung davon ist , man zieht aus einer Grundgesamtheit 2 Stichproben n1 und n2. Dabei gilt  F=s12 / s22, weil die beiden Varianzen aus den Grundgesamtheiten ja gleich sind


Es gibt von der F - Verteilung , die Verteilungsfunktion p(F) =k( r1, r2) =F r1/2 -1/(r1* F + r2 )  ½ *(r1 + r2)


, wobei r1 =r1- 1 und r2 =r2- 1 sind.


Eigenschaften:


Wertebereich p ( F ) m 0


unsymmetrisch


Maximum gegen F=1 für r1, r2 dº 


3.Kapitel : Beurteilende Statistik


bis jetzt: Beurteilende Statistik mit Mittelwerten und Varianzen in Stichprobe und Grundgesamtheit.


	 Schätztheorie: lim n dº P r{ h (x1, x2,....,x n)- u | < e) =1


	wobei


h (x1, x2, ...., x n)	= Stichprobenfunktion


u			= Parameter


e			= sehr kleine positive Zahl (e - Umgebung)


3.1. Grundlagen


Vertrauensintervall


��Problem: Aus der Stichprobenfunktion x  und der bekannten STD s soll der Parameter m (Mittelwert) der Grundgesamtheit geschätzt werden..


�Transformation


����z= (x - m ) /( s/ Å n ) d(0,1)  - normal verteilt.


��Suche P r {-l p% [ z [ l p%} = p% /100 %


�����


l p%* s/ Å n [ m [ x+ l p% * s / Å n= P





p% = Vertrauensintervall für Erwartungswert von m


�����


p% = 		50%	90%	95%	99%


�! x p%=		0,6745	1,64	1,960	2,577


���








����                                  interpoliert 


�		zweiseitige Vertrauensintervalle


Es gibt auch einseitige Vertrauensintervalle


��


P r{ m [  x + l p% *s/  Å n = p% / 100%





�����


p%		50%		90%		95%		99%


�! x p%		0		! 1,282	 	! 1,645		! 2,327


�


  


				weil symmetrisch


Es wurde durch einsetzen der Formel s = Å n * p * q in die Formel s p = s / Å n bewiesen, daß sich die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung ersetzen läßt.


Man bekommt dann ein Vertrauensintervall z.B. dafür ,daß der Mittelwert eines Würfelwurfs  der Nummer 6, bei einer bestimmten Häufigkeit des vorkommenden Wurfes bei einer bestimmten Zahl von Würfen zu einem bestimmten Mittelwert vorkommt. Man kann auch einen einseitigen Test machen, bei dem auffällt, daß der Mittelwert mit einer bestimmten _Wahrscheinlichkeit nicht kleiner sein kann als ein bestimmter Wert.


Statistische Testverfahren





��					beurteilen


�           Grundgesamtheit                                                      Stichprobe


��





                                aufstellen                                                       prüfen (testen)





�


        Hypothese








Ziehen der Stichprobe


Stichprobenumfang  n festlegen


Zufällige Auswahl


Die Stichprobe soll repräsentativ sein


Aufstellen von Hypothesen


Entweder richtige oder falsche Annahmen


Beweisen der Hypothesen betreffs der Grundgesamtheit nach Überprüfung der Stichprobe anhand der aufgestellten Annahmen


Bestätigung der Hypothese


oder Ablehnung der Hypothese


Also:


Aus der GG wird eine SP gezogen und dann Hypothesen über die GG aufgestellt , welche mit der SP überprüft werden.


Bei der Irrtumswahrscheinlichkeit a von 5 % spricht man noch von einem höheren Risiko, während man bei 1% schon von einer konservativen Schätzung sprechen kann.





Die Nullhypothese H0 sagt z.B. aus „Die Münze ist echt“.


Die Alternativhypothese  H1 allerdings behauptet  „Die Münze ist nicht echt“





Wird eine 0 - Hypothese abgelehnt, obwohl sie hätte angenommen werden sollen. So begeht man einen Fehler 1. Art oder a - Fehler. Wird eine 0 - Hypothese angenommen , obwohl sie hätte abgelehnt werden müssen, so begeht man einen Fehler 2. Art oder b - Fehler.





Nun können Tests durchgeführt werden.


Schritt : a meistens = 5%


Schritt: H0   festlegen  z.B. % - Satz einer Einschaltquote H0 :=p (ja)= o,xx ; Wert stimmt noch ;H1 := p (ja) g 0,xx; Wert stimmt nicht mehr.


Schritt: Test (zweiseitig): Binomialverteilung .Zunächst wird s aus der Wurzel von n * p *q  berechnet.  Dann muß überprüft werden, ob n p und n q >4 sind. Denn nur so kann man davon ausgehen ,daß das ganze (0,1) - normal verteilt ist und kann die Formel z = (x - m ) / s anwenden. Nun kann man aus der Tabelle für den D(z)- Wert von z.B. 95% der passende z- Wert gefunden werden. Nun setzt man - z Tab. [ z [ z Tab. Und setzt für z die Formel ein multipliziert mit der Standardabweichung und addiert mit dem Mittelwert jeweils der Grundgesamtheit und kommt dann auf den Vertrauensbereich, in dem die zu überprüfende Zahl enthalten sein muß. Dann kann man entscheiden , ob H0 oder H1 angenommen werden muß.


Bei nur rechts oder links seitigen Tests wird eben nur die rechte oder linke Seite berücksichtigt. Hier muß man unter F (z) in der Tabelle nachsehen.


3.2. Wichtige Testverfahren


�Testen von Mittelwerten


�Hier wird ein t - Test durchgeführt., bei dem z aus  =(x - m )/ ( s / Ån ) berechnet wird.


Zu
